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THEOREMES DE BOREL AVEC CONTRAINTES

D. CERVEAU AND D. GARBA BELKO

REsuME. Un théoréme classique de Borel affirme que chaque série formelle & coefficients
réels est le jet Taylorien d’'un germe de fonction C*°. Nous étudions ce type de probléme en
particulier pour des algébres de Lie de champs de vecteurs ou des groupes de difféomorphismes.

A classical theorem due to Borel asserts that any formal series with real coefficients is the
Taylor expansion of a germ of a C>° — function. We study such a problem in the context of
Lie algebras of vector fields or of groups of diffeomorphisms.

INTRODUCTION

Soient &, 'anneau des germes de fonctions C*° & l'origine 0 de R"™ et &, celui des séries
formelles en n indéterminées et a coefficients réels. L’application :

Tolgn%gn

qui & une fonction f associe son jet de Taylor infini est un morphisme d’anneau. Le théoréme de
réalisation de Borel affirme que T} est surjectif : si f € &, est une série formelle, il existe un germe
de fonction f € &, tel que Ty f = f . Un tel f sera dit une réalisation C*° de f . Deux réalisations
de f différent par une fonction plate en 0. Si 'on note 9%, C &, I'idéal maximal constitué des
germes s’annulant au point 0, alors le noyau de Tj est exactement 1'idéal des fonctions plates
KerTy = M = (), ME. L'application Ty s’étend naturellement aux &,-modules "classiques".
Si OF désigne le £,-module des germes de k-formes différentielles et QF le &,-module des k-
formes formelles on désignera encore Tp : QF — Qﬁ le morphisme qui & une k-forme C* associe
son jet Taylorien infini en l'origine. De méme si X, (resp. PE'n) désigne l'algébre de Lie des
germes de champs de vecteurs C* (resp. formels) et Diff(R’}) (resp. ]jl?f(R'(L))) celui des germes
de difféomorphisme C* (resp. formels), en 0 € R", on dispose encore de morphismes de jets
Tayloriens Ty : A, — X, et T, o : Diff(R’,) — Diff (R’). Dans le premier cas c’est un morphisme
d’algébre de Lie et dans le second un morphisme de groupe. Le théoréme de Borel s’implante
brutalement sur ces espaces, i.e. tout élément de Qn, Xn ou Diff (R%) posséde une réalisation
C*° dans les espaces correspondants. Mais ces espaces possédent des structures supplémentaires,
produit extérieur et opérateur d pour les QF  crochet de Lie pour les champs de vecteurs et
composition pour les difféomorphismes. Se posent alors les problémes de réalisation de type Borel
tenant compte de ces structures. Ce que nous appelons le théoréme de Borel avec contraintes.
En voici quelques exemples :

(1) Etant donné, G C ]ﬁ’(R%), un sous groupe de type fini de difféomor-phismes formels,
existe-t-il une réalisation G C Diff(R’) telle que la restriction Tp : G — G soit un
isomorphisme de groupe ?

(2) Soit G C X, une sous algebre de Lie de champs de vecteurs formels de dimension finie.

Existe-t-il une réalisation G C X, telle que la restriction Ty : G — g soit un isomorphisme
d’algébre de Lie?
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(3) Soit @ une 1-forme intégrable formelle non triviale. Peut on cette fois trouver une réali-
sation w € Q! de @ qui soit intégrable, i.e. dw A w = 0?7 Un probléme analogue se pose
pour les systémes de Pfaff.

Les problémes de type Borel ont intéressé de nombreux mathématiciens. C’est ainsi que dans
le cadre de I’étude des algébres quasi-analytiques J. C. Tougeron [22] montre que le morphisme
Tp : & — & posséde des sections. Toutefois ces sections ne respectent pas la composition.
En dimension 2, ou la condition d’intégrabilité est triviale, R. Roussarie [18] a donné plusieurs
résultats de type Borel.

Sans résoudre, en toute généralité, les problémes énumérés ci-dessus nous apportons des ré-
ponses positives dans quelques cas particuliers. Ces réponses sont parfois des adaptations de
résultats relativement classiques (détermination finie par exemple) ou nécessitant des techniques
spécifiques.

Nous remercions P. Sad et le referee pour des remarques et suggestions pertinentes.

1. ALGEBRES DE LIE DE CHAMPS DE VECTEURS

1.1. Algébres semi-simples, algebres de rang ponctuel 1, algébres saturables. Soient
L une sous algebre de Lie de X, et £(0) = {X( )/X € L} Pévaluation de £ en 0. Nous
nous intéressons au cas purement singulier ou E(f) = {0}. Sous cette hypothése ’ensemble

1= {J'X/X € L} "des parties linéaires" des éléments de £ est une sous algebre de Lie de
'algébre de Lie X! des champs de vecteurs linéaires de R™. Notons que X! est isomorphe a
I’espace vectoriel des endomorphismes, EndR", de R™.

Supposons que L soit semi- simple, i.e. £ n’admet pas d’idéal résoluble non nul. D’aprés un
résultat de R. Hermann [9] JY L — LY est injectif et £ est formellement linéarisable. Ceci
signifie qu’il existe ® € Dlﬁ(]R") qui conjugue £ a L :

L=0L'={d,(J'X)/X € L}.

Soit ® une réalisation C*° de ‘iJ; l'algébre de Lie £ = ®,L' est une réalisation de L et par
construction Ty : £ — £ est un isomorphisme. D’ou1 le :

Théoréme 1. Soit £ C M, X, une algébre de Lie semi-simple de champs de vecteurs formels.
Alors L posséde une réalisation C*° notée L telle que Ty : L — L soit un isomorphisme.

Comme ci-dessus toutes les algébres de Lie linéarisables de champs formels possédent une
réalisation C*° ; de méme celles qui sont conjuguées a une algébre de champs polynomiaux. C’est
le cas en petite dimension n d’espace. En dimension n = 1, la classification formelle des sous
algébres £ de dimension finie de X} se trouve dans [7] . Elle est probablement connue de S. Lie,
F. Klein et E. Cartan.

(I) n=1et dim £ = 1; L est formellement conjuguée a l'algébre engendrée par I'un des
champs 8% et Xpo = %8% avecp € Net A € R.

(2) n=1et dim £ = 2; £ est formellement conjuguée a l'une des algebres <dax,xax> et
(x 82: , P 8‘1) avec p € N\ {0}. Toutes ces algébres sont isomorphes a 1’algébre du groupe
des transformations affines de la droite.

(3) n=1et dimL = 3; L est formellement conjuguée a lalgebre (é? 7.%'88x,$2 ai) qui est
lalgébre du groupe des transformations homographiques PGL(2,R).

Toutes ces algébres L sont formellement conjuguées & des algébres de champs analytiques
L. Le théoréme de Borel usuel, appliqué a une conjuguante ® (£ = &,L£") produit une
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réalisation £ = ®, L% des £ considérées. En dimension plus grande la classification des algébres
de champs formels n’est pas connue. En dimension deux on peut faire la liste de celles qui sont
formellement linéarisables (pour lesquelles on aura donc des énoncés de type Borel). Ceci met
en jeu des conditions de non résonance, a la Poincaré, portant sur leur radical résoluble. En un
certain sens cette liste de type "zoologique" ne met & jour ni des techniques nouvelles, ni des
résultats nouveaux. Pour illustrer ce qui précéde nous allons traiter quelques cas spéciaux en
dimension 2 (d’espace); en particulier celui des algébres commutatives. Nous avons pour cela
besoin de la notion de rang ponctuel générique (V(ﬁ)) que nous définissons pour n’importe quelle
algébre L de X,.

Définition 2. Soit £ C X, une sous algébre non nulle; le rang ponctuel genemque (ou plus
simplement le mng) V(L ) est le nombre mazximal k d elements Xl, X de E qui sont En-
indépendants. Si Xj = 3 a; j 22 Fa s Gij € En,j=1,...,V(L), la matrice (&m-) posséde un mineur

V(L) x V(L) de déterminant non nul.

Le rang ponctuel générique est trivialement majoré par la dimension ambiante. Par exemple
l’algebre £ = {f(:vz)am /f € &} est une sous algebre de Lie de & de dimension infinie et de
rang 1. Notons que L est commutative et que le théoréme de Borel, appliqué aux f , donne une
réalisation C> de L. L’algebre £ = {f(xQ)azl/f € &} est commutative et se projette sur £
(ToL = ﬁ) mais Tp : L — £ n’est pas un isomorphisme puisque si P € & est une fonction plate
alors TQ((P(ch))a%1 = 0. En fait choisissons une R-base {a;,i € I} du R-espace vectoriel &; et
soient a; € &1, 1 € I, des réalisation/s de Borel des a;. Alors le R-espace vectorigl & eAngendré
par les a; produit une réalisation £ = {f(.%g)aml/l € I} pour laquelle Ty : £ — L est un
isomorphisme.

1.2. Description des sous algébres L C X, de dimension finie et de rang 1. Soient X
un champ formel et E C &, un sous espace vectoriel ayant la propriété suivante :

V(f,9) € ExE, fX(g) - 3X(f) e E (*)

ou f — X(f) est la dérivation associée & X. Alors lalgébre £ = E.X = {fX/f € E} est

de rang 1 et de dimension celle de E. En fait toute sous algebre de Lie £ de rang 1 s’obtient

ainsi. Eneffet siY =3 dia%i, diAe &, est un élément non nul, al?rs le champ X = m
convient. A noter que le champ X n’appartient peut étre pas a L.

L’algébre L de rang 1 sera dite saturable s’il existe

N ) .
=) ai;— €L
Zaz ox;
satisfaisant pged(ay, . ..,a,) = 1. Dans ce cas £ = {fX/f € E} satlsfalt la condition ().
I’algébre de Lie <a ,xam,x 8‘9> est saturable de rang 1; ici X = . Par contre l’algébre

(x 8‘1,3:2 6‘1) n’est pas saturable. On obtient d’autres exemples d’algébres saturables ; pour cela

notons R, = >_ xia%i € X, le champ "radial" et E¢ I’espace vectoriel des polynémes homogénes
de degré d en les variables zy,...,z,. Les algébres de Lie R := EIR, = {f.R,/f € E¢
sont commutatives de rang ponctuel generlque 1. Parmi ces algebres seules les RY, n > 2, sont
saturables. On peut fabriquer d’autres sous algébres de X, au moyen de R%. Par exemple les
algébres ﬁi, engendrées par le champ radial et R%, sont résolubles de rang 1. Les sous algébres de
EndR", en particulier les sl(n,R), peuvent étre vues comme des algébres de champs de vecteurs
linéaires sur R".
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Notons sIR? le R-espace vectoriel des champs de vecteurs engendré par sl(n,R) et R% ; c'est
en fait une sous algébre de Lie dont la décomposition de Levi-Malcev est : sIRY = R4 @5[(71, R).
Ces algébres sont de rang maximal n. De méme les algébres 5[ﬁi engendrées par R,, et sIRY

—d  —=d
ont leur décomposition de Levi-Malcev du type suivant : sIR,, = R, & sl(n,R). La définition
suivante est naturelle :

Définition 3. Soit £ une sous algébre de Lie de X, dont les éléments sont des champs de
vecteurs polynomiauz de degré inférieur ou égal a d. On dit que L4 est d-déterminante si pour
toute sous algébre Lcé, ayant L% pour d-jet et telle que Uapplication jet d’ordre d (J? L— £)
sozt un Zsomorphlsme d’algébre de Lie, alors L et £ sont conjuguées : il existe o appartenant a
lef(Rg) tel que ®,L = L.

—d —d
Théoréme 4. Les algébres R,, et sIR, sont d+ 1 déterminantes.

Démonstration. Soit £ C X, une sous algebre telle que J4*1 : L — £ soit un isomorphisme
avec L1 égal a ﬁi ou 5[ﬁi. 1l existe donc un élément R de £ dont le jet d’ordre d + 1 est
précisément R,,. Le théoréme de linéarisation de Poincaré produit un difféomorphisme formel o
vérifiant J9® = Idgs et ®,R = R,,, ot Idg~ désigne lidentité de R". Soit X un élément de
L tel que J*1X = X, appartient & R% ou a 5[ﬁi. Comme [R, X4 = dX, on a [R, X] = dX
puisque J4! est un isomorphisme. On en déduit que :

b, B, b, %] — db, X.
Un calcul élémentaire montre que le champ formel $, X est homogéne de degré d+1; comme

JH1P = Idgn, &, X = Xy. Ainsi &, L = £+, O

On déduit du théoréme précédent ’existence de P tel que d,L = £+, Soit ® une réalisation
de Borel de @, et £ = (&), L9 Alors £ est une réalisation de L telle que Ty : £ — L soit un
isomorphisme ; d’ot le :

Corollaire 5. Soit £ C X,, une sous algébre de Lie. On suppose que JUFLE = L4 et une sous

. —d —d
algébre de Lie et que J¥1 1 L — LI est un isomorphisme. Si LI est égal a R,, ou sIR,,
alors L posséde une réalisation C*° L telle que Ty : L — L soit un isomorphisme.

Considérons a présent une algébre de Lie saturable, de rang 1 et de dimension finie :
L=EX=(X,iX...,[,X)

ou fk €&, lcidiml = dimE = p+ 1 que l'on suppose supérieure ou égale a 2. Le fait que L
soit une algébre de Lie implique que le sous espace vectoriel E = (1, f1 ..., fp) est invariant sous
I’action de la dérivation X ; ce qui conduit au systéme différentiel :

X(fy)

X i—oMJi
(1) D(X) S . -
X(fp) = XjooNfi

ol l'on a posé fo = 1. On distingue plusieurs cas suivant la nature du premier jet non nul du
champ X.
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1.2.1. Algébres saturables de rang 1 non singuliéres. Dans ce cas le champ formel X est non
singulier. Il existe, en particulier, ® appartenant a Diff (R%) tel que o, X =2 - et

0 _ 0 00
81'1 &Tl’glaxl .“7gpa£L'1

avec §; o ® = fi. Le systeme différentiel D($,X) = D(a%) devient maintenant un systéme
d’équations différentielles ordinaires :

ﬁ Eod 1!,

991 _ P Jz
9 5oy > =0 A19;
6.’51 ) 8;} ' P -
gor = 2=0pdi
Considérons le comme un systéme différentiel en une variable x;. Il posséde un systéme fonda-
mental de solutions s1, ..., sp (s = (s%), l=1,...,p),les 52 étant des germes de fonctions ana-

lytiques (mémes globales) a lorigine de R. Il est clair que les solutions formelles § = (41, ..., Jp)
s’écrivent sous la forme :

(2) D(

g1, ..., xn) = Ziﬂc(mg, s Tp).S5(21)

ol les ﬁi € &,_1. Soient hi € &,_1 des réalisations de Borel des B , les composantes gl, s 0p
du vecteur g(z1,...,x,) = > b (22,...,2,).5;(x1) sont C> et solutlon du systéme D( -). Une
vérification élémentaire montre que £ = (871, 91871 ceey gPaTl> est une algébre de Lie dont le

jet Taylorien infini est ®, L. En considérant une réalisation C°>° de ® on obtient trivialement une
algébre de Lie, £ = &1L, telle que Tp : £ — L soit un isomorphisme. Dot la :

Proposition 6. Soit £ = E.X C X, une algébre saturable de rang 1. Si X est non singulier,
alors il existe une sous algébre L C X, telle que Ty : L — L est un isomorphisme.

1.2.2. Algébres saturables de rang 1 & 1-jet nul. Ici J 1X est identiquement nul. Dans ce cas pour
tout élément Z de L le jet d’ordre 1, J'Z, de Z est nul. Ceci implique que I’application adjointe
ad, : L — L est nilpotente. En effet les valeurs propres de ad, sont nécessairement nulles. Par
suite I’algébre de Lie L est nilpotente et posséde donc un centre non trivial
CcL=(X,NX,..., pX).

Si X est dans le centre, alors [X fl } = 0 pour tout 4, et donc )A((fl) =0, pouri=1,. D Ilen
résulte que L est abélienne et que X posséde une intégrale premiére non constante si d1m L > 2.
Si X nlest pas dans C alors il existe un élément non constant de &, tel que fX appartient
a C. Comme fX et X commutent, f est une 1ntegrale premiére non constante, par suite de

0=[fX,f;X] = X(f;).X on déduit que chaque f; est une intégrale premiére de X. Ceci conduit
au fait que X appartient a C en contradiction avec I’ hypothese. Donc L est abélienne et on a la :

Proposition 7. Soit £ = E.X C X, une algebre saturable de rang 1 et de dimension finie. Si
JIX =0 et dim L > 1, alors L est abélienne et le champ X posséde une intégrale premiére non
constante.

Remarque 8. Si le champ posséde une intégrale premiére non constante fo on peut supposer que
f0(0) = 0 dans le cas saturable. Chaque élément [ de & produit une intégrale premiere 1(f). En
particulier Uespace vectoriel £ = {I(fo)X /I € &1} est une algebre de Lie abélienne de dimension
infinie.
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Nous allons traiter le cas spécifique, en dimension d’espace 2, des algébres saturables. L’avan-
tage de la dimension 2 est conséquence d’un résultat de J.-F. Mattei et R. Moussu [14] qui dit
que si X est un champ non nul, appartenant a Xg, ayant une mtegrale premlere formelle non
constante, alors ’anneau des ses intégrales premiéres formelles A(X ) C &, est engendré par un
élément. Plus précisement il existe fo dans &, dit minimal, défini & composition a gauche prés
par les éléments de ]jiﬁ(R,o), tel que :

AX) = {i(fo) /T € &1

Cet énoncé est établi dans [14] dans les cadres complexes formel et holomorphe, mais il

s’adapte assez facilement au cas réel. On se propose d’établir la :

Proposition 9. Soit L =FE.X C X, une sous algeébre saturable de rang 1 et dim£ > 1. On
suppose que L est abélienne et que le champ X posséde une intégrale premiére non constante.
Alors il existe une sous algébre L C X telle que Ty : L — L soit un isomorphisme.

Démonstration. Soit fo une intégrale premiére minimale de X. La décomposition complexe en
facteurs irréductibles de fjy est du type :

fo=F o B e Fra)™ o (Fof )
avecn; € N, fl S ég pouri=1,..., ket fz € @27\52 pouri=Fk+1,...,poil @n désigne I’anneau

des séries formelles en n variables complexes et f ; le conjugué de fz Notons wg la 1-forme définie

par :
k

~ mn g £ 7 ;7 dfl S dflfz
W0:f11-"fkkfk+1fk+1"'fpfp< nlf“r Z nz( =
pr i (SR (1
Cette 1-forme, & priori complexe, est visiblement réelle et & singularité algebrlquement isolée.
Soit Xo un champ de vecteurs dual de @y : Wy = iy o dxy A dzs. L’algébre de Lie L = E.X est du

type £ = (X,11(fo)X,...,1,(fo)X). Considérons des réalisations C> de
fla .. 'afkagk-‘rl = fk+1fk+1a s ’gp = fpfp
notées respectivement fi,..., fi, gk+1,--.,gp. Ces réalisations induisent une réalisation C*> de
Xop, notée Xg, possédant l'intégrale premiére
fo=fI. ,?’“gzril ... gp". Comme (g est a singularité isolée il existe h € & tel que X = hXj.

Le ch01x d’ une reahsAation hde hen produit une, X = h Xy, pour X . Considérons des réalisations
li,..slp de Iy, ..., 1, respectivement. L’algebre de Lie L= (X,L(fo)X,...,lp(fo)X) est une
reahsatlon abélienne de L telle que Ty : L — L est un isomorphisme. O

1.2.3. Algébres saturables de rang 1 et a 1-jet non nul. On écrit L= <X f1 X ...,fp X p) avec
X(0) =0 et J'X # 0. Ici encore Despace E = (1, f1,. .., fp> est invariant par la dérivation X.
On se place en dimension 2; nous distinguons les différents types de Jordan pour le 1-jet X de
X & conjugaison linéaire prés :

(1) )\11’18%1 + /\gxla%Z avec (A1, A2) # (0,0) (cas diagonal réel).

(2) (axy — Bxg)a% + (Bx1 + 04332)6,%_2 ou («, ) # (0,0) (cas diagonal complexe).

3) (A\xy + xg)a%l + )\xga—zz (cas non semi-simple).
Le champ X est formellement conjugué a sa partie linéaire dans les cas suivants :

e Cas 1 sans résonnance, i.e. i1 A1 +1i2X2 # A; pour tout couple (i1,42) d’entiers, i; +ia > 2
et j € {1,2}.
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e Cas 2 avec a # 0. On observe ici que les valeurs propres « &+ i3 sont complexes et sans
résonnances lorsque 8 # 0.
e Cas 3 avec A # 0.

1.2.3.1 Reéalisation C* dans les cas semi-simples non résonnants

Ils correspondent aux cas diagonal réel sans résonnance (cas 1) et diagonal complexe, c’est
a dire au cas 2 avec a # 0. Dans le premier cas, & conjugaison formelle prés, on suppose que
X = X; = J'X. Le champ X, étant semi-simple, il I’est en tant que dérivation et sa restriction
& E l'est aussi. On peut donc supposer que les f; forment une base de vecteurs propres de X :
ij Z_p,jfj, Hji € R.

Si xj'zz? est un mondme apparaissant avec un coefficient non nul dans f;, alors on a :

(3) 111 + 99 = e

Lemme 10. Si Ay et Ay sont non résonnants, l’ensemble A des couples (i1,12) € N? satisfaisant
(3) est fini.

Démonstration. On fixe (k1, k2) € A réalisant le minimum pour Pordre lexicographique. Si (i1, i2)
appartient a A et (i1,42) # (k1,k2) on a :
(4) (il — kl))\l + (ig — k2>>\2 =0.

Comme (A1, A2) est un couple non résonnant alors i; # ki et io # ko. Par suite i1 > ky et
i9 # ko. Si i9 était strictement supérieur a ko, alors (i; — k1) et (ia — ko) seraient positifs; ce qui
créerait une résonnance. Donc io est strictement inférieur & ko et ne peut donc prendre qu'un
nombre fini de valeurs. Puisque i; est déterminé par is le lemme est vérifié. ([

Une conséquence du lemme est que chaque fj est un polynéme.

Dans le cas diagonal complexe linéaire avec a@ # 0 & conjugaison formelle prés on suppose
que X est égal a son 1-jet et on obtient un résultat analogue au cas réel. Ainsi I'algébre L est
conjuguée & une algébre L, de champs de vecteurs polynomiaux dans les cas diagonal réel non
résonnant et diagonal complexe avec a # 0 :

L= qg*ﬁpol, (;3 € ﬁ(R?O) et ‘Cpol C Xs.
Si ¢ € Diff (]R?O) est une réalisation C> de ¢ alors £ = @+ Lpor est une réalisation de Borel de

L telle que T 0:L— L est un isomorphisme.

1.2.3.2 Cas résonnant R
Nous étudions d’abord les résonnances de type Poincaré-Dulac, cas ol le 1-jet de X s’écrit
X, = /\(Jcla%l + nxza%z), A#0etneN\{0,1}. Iciil y a une seule résonnance : nA; = As.

D’aprés le Théoréme de Poincaré-Dulac, [6] le champ X est a conjugaison formelle preés
. 0 0
XAy, by,

avec ¢4 = 0 ou 1. Lorsque p# = 0 on est dans le cas diagonal réel. Ce cas se traite comme en
1.2.3.1 : L est formellement conjuguée a une algébre polynomiale. Ici encore L se réalise de fagon
C*™.
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Sinon on a une ramification du cas n = 1,4 = 1 qu’on fera en fin de paragraphe.

Nous avons ensuite la situation des résonnances pures qui se traite en deux sous cas :

e Cas hyperbolique ou le 1-jet X7 = A(qz 621 pT 612) A # 0, p et g sont des entiers
positifs et (p,q) =1l oup=0 et q # 0 ou cas noeud-col p=0et ¢ = 1.
e Cas elliptique : X; = B(—x972 dzl + 1 dag) ou B # 0.

Notons que le champ )\(qavl(r)—gﬂ1 — pwga%z) a une intégrale premiére monomiale 2§z tandis
que le champ S (—xga%l + 1 8%2) a Pintégrale premiére 23 + 3. Nous allons détailler le premier
cas, le second présente une certaine similarité. La théorie des formes normales de J. Martinet
[13] (ou de la Jordanisation) permet d’écrire X S+ N avec [S,N] =0 et S est formellement
conjugué a sa partie linéaire, i.e. (b* = )\(qml Jar —PT25.; ax ), et le champ N est nilpotent, ce qui
signifie ici que J IN = 0. Remarquons que 'on peut supposer pour notre contexte que A= 1
Comme FE = (1, fl, BN fp> est invariant sous l’action de X il ’est sous ’action de sa partie semi
Slmple S la restriction de S a E reste semi simple, c’est & dire diagonalisable ; & ’action prés de
qS on peut supposer que S =X;.Dou:

0 a0 ., » 2
(5) (qz15— o pxzaTCQ)(fj) = p;fj

Si ju; = 0, f; est une intégrale premicre de S et s’écrit f; = I;(z%xd) avec I; € €. Si puj # 0,

alors la relation (5) implique que p; est de la forme p; = gr; — ps;. Soit
Fj = {(k,1) € N*\ (0,0)/kq — pl = 15}

et (r;,5;) le plus petit élément de F; pour I'ordre lexicographique.

Le lemme technique élémentaire suivant est analogue au Lemme 10 :
Lemme 11. Si (k,l) appartient a F; alors (k,1) = (r;,s;) + s(p,q), ou s € N.
Démonstration. Si (p,q) = (1,0), alors (r;,s;) = (0,s;) et (k,1) = (0,s;) + k(1,0). Supposons
dorénavant que pg # 0. Si (k,1) # (rj,s;) ona (k—r;)g— (Il —s;)p =0 et donc k —r; # 0.

Par suite, puisque (7;,s;) est minimal pour l'ordre lexicographique et pg # 0, k —r; > 0 et
nécessairement [ — s; > 0. Le fait que (p, ¢) = 1 implique Pexistence de s, d’ou le lemme. O

1l résulte du lemme précédent que I'on peut écrire f; = @77 25’ ¢, (#had) o ¢; € &1, rj et s,

étant des entiers comme ci-dessus. Le champ N commutant avec S = )\(qxla%l — pacgaim) ala
forme suivante :

. 0 . 0
N = zi6(al2d) — + za(af2d) —
1&(y 2)81‘1 2B (2} 2)81‘2
ou & et B appartiennent a &
En fait en remarquant que les transformations (z; A(z0zd), 2, B(2%z2)), A, B € &), laissent

invariant S on peut supposer que N est de la forme :

I 0
N = a(fﬂzfxg)()\lxla 81;2)
ou A, A € Ret a € 51. Comme le champ X=8+N agissant sur F garde au moins un

vecteur propre, disons f1, on a :

+ )\QQCQ

X (zy x5 ¢r1(zhad)) = (qr1 — ps1)a oy ¢ (ahad).



Puisque a # 0 on obtient par un calcul élémentaire :

(6) (rids + s1h2)@1(t) + (P + gho)tdy (£) = 0.
Remarquons la possibilité des cas spéciaux suivants :

e (A1, A2) = (0,0); auquel cas X = S et (6) ne donne aucun renseignement sur @;.
e (A1, A2) #(0,0) et pA1 + gA2 = 0; comme @7 est non identiquement nul,

rg—sip=0 et f= w(zlzg))
est une intégrale premiére de X qui s’écrit dans ce cas X = l;(xfxg))(qxla% - pl’g%)

Dans le cas générique oil (pA\1 4+ gA2) # 0 on constate que ¢ est un monodme : @1 = et® avec
_ riAitside

5= it © N; ce qui montre également que f1 est mondmiale.

Lemme 12. La restriction X|E : E — E de la dérivation X est semi simple.

Démonstration. Si ce n’est pas le cas, comme les valeurs propres de X sont celles de S , et donc
réelles sous nos hypotheses, la Jordanisation de X|p est réelle et il existe, a re-indexation pres,

f1 et fy tels que X(fl) =1 fi et X(fg) = w1 fo + fi. Il en résulte que :
(X, f2X] = (AX(f2) = LX(A)X = fiX

On en déduit que flg € F; de méme on a les équations :

(7) AX, fiX] = mfiX
(8) (2 X, f2X] = (F X (fo) — o X(FINX = (f} —m fif)X

On en déduit que si pq est non nul, d’apres (7), f1 appartient & F; dans le cas contraire fi?
appartient également a E d’aprés (8). Supposons par induction que ff appartient & E, on a alors
[le fl A] = #1( — 1)ff+1X Et de nouveau fk'H appartient & F lorsque p1 est non nul. Si
pi1 est nul on a [f1 X, foX ] ffHX et on en déduit encore que ff +1 appartient & E. Comme

fl( ) = 0, les ordres des f1 augmentent ; ce qui implique que E est dimension infinie. Ceci est
en contradiction avec dim F < +oo. O

1 résulte du Lemme 12 que £ = {X X fpf( }, ou les f; sont des vecteurs propres de
X X(fz) = uifi, i € R. La structure d’algébre de Lie est donnée par [X, flf(] = uzflf( et
(L X, £ X = (s — ) fif5X

Comme fp =1 appartlent a E 'un des p;, disons pg, est nul. Si tous les u; sont nuls, alors tous
les fz sont des intégrales premiéres du champ X comme F est supposé de dimension supérieure
ou égale & deux 'une au moins de ces intégrales premiéres est non constante. Le champ X s’écrit
X = l;(xfxg)(qxla%l — pxga%z) et f; est égale a [;(aP22), o b et les [; appartiennent a &;. Soit
P le difféeomorphisme de mise sous forme normale qui linéarise S. En choisissant des réalisations
®, bet f; de D, b et fi respectivement on obtient une réalisation £ de L telle que Ty : L — L
est un isomorphisme.

Supposons que les p; sont non tous nuls. Nous devons envisager deux cas : celui ou tous les
(i sont non nuls pour i # 0, et celui ot 'un des p; est nul pour ¢ # 0. Plagons nous dans ce
dernier cas. Disons X f1 =0, f1 est non constant et X f2 2 fg avec o 7é 0. On peut supposer
que fl( ) =0; ce que lon fera. On a [le f2 ] = pofif2X. Et donc f1f2X appartient & £.
De méme [le f1f2 ] = ,ugfl f2X et donc f1 ng appartient & £. Par induction on montre
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que tous les fff2X7 k € N, sont dans £. Comme f1 (0) = 0 ils forment une famille libre en
contradiction avec la finitude de la dimension de £. Ainsi ce cas ne se présente pas.

Considérons la situation ou tous les y;, a l’exception de pg, sont non nuls, i.e. la dimension
du sous espace propre V(0) associé a g est 1. Les fZ étant propres pour X ils le sont pour sa
partie semi-simple S et sont annulés par la partie nilpotente : S fZ i fl et N fz = (. Supposons
Iexistence de p; # p; pour deux indices distincts ¢ et j qu'on suppose étre 1 et 2. On a alors

[1X, f2X] = (p2— 1) fr f2X et donc fi fo. X est dans £. On vérifie que X (f1 f2) = (pa+p1) f1 fo-

Notons que po + g1 est non nul puisque V(0) est de dimension réelle 1. On a aussi
[f1X>f1f2X] = M2f12f2X

Comme i3 est non nul, fffgf( appartient a L. Supposons que pour n < k, ff ng soit dans £. Des

relations X (f1'f2) = (nul + ,ug)fl f2 et dimV(0) = 1 on voit que nécessairement njq + ps # 0.

On déduit alors de [le fEfaX]) = ((k—Dpa + p2) fET fo X que fifoX est dans £. Ainsi

f1 ng appartient a £ et ceci pour tout k. Ce qui contredit la finitude de la dimension de E.

Donc tous les réels p;, hormis g, sont égaux & une constante p non nulle. On en déduit que
les f; sont du type f; = z7z50;(x)x%). L’algébre L a donc la présentation suivante

Z" = {vale"vpr}
avec [X', le] = ,ufiX, w=qr—mpset [fiX, ij] = 0. Rappelons que N est du type
. 0 0
a(xfxg)()\lxla + Aozo 6962)

Comme on ’a vu en (6) :

(rA1 + sA2)@; + (pA1 + gA2)tg; = 0.

Si pA1 + ghs # 0 alors chaque ¢; est un monome, et donc f; aussi : f; = f; = xlxz(zf:z:g)k'.
Soient a une réalisation de d et X = (g1 32 —px 28:::2) + a(x¥xd) (M2 22 2o T )\sza ). L’al-
gébre £ = (X, f1 X, ..., f,X) est alors, & conjugaison C* prés, une réalisation C*° de L telle que
To: L — L est un isomorphisme.

Si pA1 + gAo = 0, alors X est de la forme

_ 9 );
0x, b2 20my"

X = b(a28) (g1 —
et puisque = qr — ps # 0 on vérifie qu’en fait b est constant. Ainsi

. 0 o . .

L=(X= qa:la — pTo axQ,gpl(aﬁxg)X, e @p(alzd) X)),

ol ¢; appartient a & Ici aussi, en réalisant les ¢;, on obtient une réalisation C*° de L telle que

Ty : L — L soit un isomorphisme.

Lorsque X est elliptique on considére le complexifié £ de 'algébre de Lie £. Le difféomorphisme
. . . SR ¥ ; N . o o

(1'1,;%'2) — O(z1,22) = A(:cl +ix2,iz1+22) conjugue X aY = X;+N ot Xy = if(z15,- —225,;)

et N est nilpotent (J'N = 0). En suivant la preuve de ce qui précéde on voit que :

o Soit X = b(2} + 23)X, oit X = B(—za52 + z15%) et

[" = <X7¢1(x1 + .1‘2)X, .- '7¢p(x1 + I‘S)X>,



o b et les (; appartiennent a &

e Soit les vecteurs propres de ®,XC sont des polynémes, XC étant le complexifie de X.
Ce qui permet d’en déduire, & conjugaison formelle prés, que £ = (X, /1 .X,..., fpXp),
ou les f; sont des polynémes.

Selon le cas, en réalisant b et les pi ou X, on obtient encore une réalisation £ de £ telle que
Ty : L — L est un isomorphisme.

1.2.3.3 Les cas non semi-simples
Lorsque X ason 1 -jet nilpotent, disons x1 == 8 X est lui méme mlpotent L’exemple typique

d’algébre saturable présentant cette conﬁguratlon est £ = <X = xla—m, fi (a:l)X, cee fp(arl)X>,
ot les f; € 51.

Soit £ = (X, f1 X ...,fp X) une sous algebre de Lie saturable de X, avec J'X = 4 ag

Comme X est nilpotent en suivant la preuve du Lemme 12 on voit que les X fl sont nuls et que
L est abélienne. En particulier si dim £ > 2, les fz sont non constants; et X a ainsi une intégrale
premiére non constante. La Proposition 9 traite ce cas.

Dans le cas contraire, a difféomorphisme formel prés, X = (A\x1 + a:g)a%l + /\xga%z, A #£0.
Notons qu’on peut supposer que A = 1, ce que 'on fera. La Jordanisation du champ X est réelle ;
on en déduit que celle de X est également réelle. Considérons une suite f1,..., f;, d’é¢léments
dg E telle que X(f1) = uf1 et X(fl) = puf; + fi_1 pour i = 2, L PosPns fi= ijki A;, ol
A} est homogéne de degré j et A est non nul. La condition X (f1) = pf1 implique que :

, DA
(9) (u—ﬂA-—ma vjeN.

Si pp— j est non nul alors A} = 0. En effet si on écrit A} = Zi:l aim’fxéfk en reportant dans

I’équation précédente on voit que nécessairement oz{ = 0. On en déduit que p = k; et f1 = axgl.
Supposons qu’on ait montré que f;_1 est un polynome. L’équation X (f;) = uf; + fi—1 implique
que :
8Ai
w—ﬁA—ua Vj > d° fioa.
Cette équation est du méme type que (9); on en déduit que tous les A; sont nuls lorsque

j>d° fi_l a l'exception peut étre d’un seul. Ce qui implique que fl est un polynome.

En considérant une base dans laquelle la matrice de X | est sous forme de Jordan on déduit
que L est conjuguée & (X = (z1 + xg)a% + J:ga%, fiX,..., fpX), ot les f; sont des polynémes.
En résumé nous obtenons le :

Théoréme 13. Soit £ C X, une sous algébre de Lie de dimension ﬁme saturable et de rang
ponctuel 1. Il existe une réalisation C>° notée L de L telle que To: L — L soit un isomorphisme
d’algébre de Lie.

1.3. Dimension deux : algébres abéliennes de rang deux. La Proposition 7 montre que
les algeébres abéliennes jouent un role spécial dans notre contexte. Toutefois cette proposition
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ne posséde pas de généralisa-tion lorsque le rang ponctuel générique est plus grand que 1. Par
exemple 'algébre engendrée par les trois champs

0
X1 = T2T3 et X2 = ‘13133387, [Xo,Xl] = X2
4

9 9
8x3’ 31‘4’

est une sous algébre de rang 2 de Xy ; elle est toutefois nilpotente. En fait on a la :

XO = X129

Proposition 14. Soit £ C X, une sous algébre de Lie de dimension finie. On suppose que
JYL = {0}, i.e. LCM2AX,. Alors L est nilpotente.

Démonstration. 1l suffit d’établir que les applications ad ¢ . £ — L définies par ad ¢ <Y V) = [X Y]
et X € E sont toutes mlpotentes d’apres [3]. On peut, quitte a complex1ﬁer supposer que L est
définie sur (C ie. L C X, (C%)- Sment X et Y deux éléments de £ tels que Y est propre pour

adg :ad¢ (Y ) = Y. Comme J'X = 0 Pordre du premier jet non nul de [X, Y] est strictement
supérieur a celui de Y/; on en déduit que p est nulle et par suite ad ¢ est nilpotente. ([l

On appelle quotient formel tout élément du corps des fractions M,, de anneau des séries
formelles de &,. Un élément de M, s'écrit %, ou f et ¢ sont des éléments de &, sans facteur

commun. Pour les algébres commutatives de champs formels, on obtient en dimension deux
d’espace :

Lemme 15. Soit £ C X5 une algebre de Lie abélienne de champs formels de rang 2. Alors
dim £ = 2.

Preuve Soient X et YV deux éléments de £ tels que det(X Y) £ 0. Si Z appartient a £ il
existe des quotients formels A et B tels que 7 =AX +BY (algebre linéaire sur le corps Msy).
Comme [X, Y] [X Zl=[V,Z]=0ona X(A) = X(B) = Y(A) = Y(B) = 0. Par suite on en
déduit que % = gﬁ =0, pour i = 1,2. Ce qui implique que A et B sont constantes.

Exemples 16. Dans chacun des cas suiwants lalgebre L est abélienne de rang 2.

(1) Variables séparées : L = (f, (a:l)am1 , fl(m2)812>7 ou f; appartient o &;.
(2) Linéaires dzagonales :

ﬁ <>\1{L‘1 9

o + Ao —

0 0 0
97s 7/113318 + pax 28 ),
avec A\ — )\2/1,1 #0.
(3) Résonnantes : L = (qxla%l — pxa 62 ,a(x1x2)(/\1x1 5y +)\2x28 ), ot \; ER, p,geN
et p)\l + q)\g 75 0.

On dispose, dans chacun de ces cas, de réalisation C* L de L telle que To: L — L soit un
isomorphisme.

Si X et Y sont tels que det(X Y) # 01l existe deux 1-formes différentielles é et B , & coeflicients
dans My telles que il = zyﬁ =1let ZXB =iy & = 0. La commutation de XetY implique que
les 1-formes & et 5 sont fermées.

1.3.1. Formes normales des formes fermées a coefficient dans M,,. Considerons un germe de 1-
forme méromorphe fermée w a l'origine de C™ ; il s’écrit sous la forme w = f , avec © € Q1(C",0),

Pensemble des germes de 1-forme holomorphe et f € O(C",0), f = f1"1+1...f1?"+1, les f;
étant irréductibles et aucun des f; ne divisant ©. D. Cerveau et J.-F. Mattei [6] établissent la
décomposition, en "éléments simples", suivante de w :



df H
w= Z N )
oo fp
ou A; € C (résidu de w le long de fl) et H € O(C™,0) lanneau des germes de fonctions
holomorphes & 'origine de C™. Dans le cas réduit ou les les n; sont nuls w est & podles simples,
w=>"r N ‘j{ + dH, w est dite logarithmique. La décomposition en éléments simples s’étend

aux formes méromorphes formelles fermées, c’est a dire & coefficients dans le corps des fractions
M, (C,0) du complété formel O(C™,0) de O(C™,0). Pour un tel & on a de maniére analogue :

» . .
R df; H
f‘ n1 Tp
i=1 i 1 o--Jp
Il n’existe pas de référence pour ce fait que nous n’utiliserons qu’en dimension 2. Voici le plan
de la preuve en dimension 2. Ecrivons & sous la forme w = % ot © € Q}(C2,0) et f € O(C?,0).

On peut d’ailleurs supposer a conjugaison prés que f = f est convergente d’aprés [6]. La preuve
se fait par récurrence sur le nombre d’éclatements pour désingulariser f. Si la courbe f = 0 est
lisse ou un croisement normal, c’est a dire f = zPy? la preuve est un calcul simple en développant
O en série. On suppose le résultat démontré lorsque f se désingularise en moins de N éclatements.
Si f se désingularise en N éclatements, on éclate et en chaque point du diviseur exceptionnel
on peut appliquer ’hypothése de récurrence. En utilisant le fait que 1’éclaté d’une série formelle
est transversalement formelle au sens de [14] (ie holomorphe dans la "direction" du diviseur
exceptionnel) on peut modifier puis recoller les solutions locales produites par I'induction. Notons
que les f, sont donnés par la décomposition de f et les A\; par 'induction. Seule donc la série H
est & déterminer ; 'indication permet par recollement de construire I’éclaté de H et donc H.

Considérons a présent une 1-forme méromorphe formelle fermée @ = 9 o

f

n

i=1
et les a;, f € &,. Notons f(c le complexifié de f . La décomposition en facteurs irréductibles de
fc est du type fo = fmrt et (g Bl)m1+1 . (Gih)™ Y o les fi, ..., f, sont réels, i.e. des
complex1ﬁes d’elementb de En, et les g; et h sont complexes conjugués ; ce qu1 revient & dire que
g]h est le complexifié d'un élément de &, du type P2 + Q2 (P + ZQJ)( sz)

Si W€ est le complexifié de & sa décomposition en elements simples s’écrit :

l

dfz ng K
)\ + — + A B Mp A T ~ 7
S S s e

avec \; € R, p; € C, K € O(Cfb) réel. La forme &C est invariante sous I'action de I’automor-
phisme de corps z — z. De sorte que & s’écrit finalement sous la forme (k) :

- > 4 (2 540 — O.dP:
@:Z&dﬁ +D(a ( J:Q]) +bijdg;2 +Qégpj))+
: j / i T
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avec A\, a;,b; € R, fi, Pj7 Qj et H dans &,. On dit que w est logarithmique si elle est & poles
simples; c’est a dire les n; et m; sont tous nuls. Remarquons qu’une telle forme posséde une

<]

"réalisation C*°" au sens ou si ’on écrit w = = alors il existe © et f qui réalisent respectivement

)|

O et f et w= % est encore fermée.

1.3.2. Classification. Revenons a une sous algébre commutative £ = (X,Y,[X,Y] = 0) de A>.
Supposons que 'un des elements de ﬁ disons X soit non singulier. Il existe un difféomorphisme
formel ® tel que $,.X = . Un calcul élémentaire montre que $,Y sécrit sous la forme
a(x )87 + b(:cg)ax , ol @ et b appartiennent & &;. Soient a, b € & et ® € DIH(R?O) des
réalisations de @, b et & respectivement. En posant X = & 21 et Y = o ( o T ba%z) on
obtient une réalisation £ = (X,Y") de L telle que Ty : L — L est un 1som0rphleme d’algébre.
Dans la suite on supposera que tous les éléments de £ sont singuliers, i.e. X (O) Y(0) = 0.
Comme précédemment on note £! 1'algébre des 1-jets des éléments de L, & et B les 1-formes
fermées a coefficients dans My définies par zXa = zyﬁ =1let zXﬂ = ip& = 0. On note L£*
I’espace vectoriel L£* = &R + BR. On dira que L est logarithmique si I’élément générique de L*

est logarithmique et semi-logarithmique si L* contient une 1-forme logarithmique non triviale.
Les algébres linéaires diagonales (:Ela%l,xgaim> sont logarithmiques tandis que les algébres

résonnantes <qxla%l - pxgﬁ, (j(xfxg)()\lzla%l + )\gxga%z)) sont semi-logarithmiques.

Proposition 17. Soit £ C X une algebre abélienne de rang 2 telle que ﬁ(O) = 0. 5i L est
semi-logarithmique, alors L' est non nul. De plus L' contient un élément non nilpotent.

Démonstration. On conserve les notations précédentes; supposons que & est logarithmique et
i¢& = 1. Il est plus commode de travailler avec les complexifiés ac et Xc¢ de & et X respecti-

vement. Puisque & est logarithmique on a ¢ = > \; df; +dH, f;,H € @((Cz, 0). Comme les f;

sont irréductibles la condition ¢¢& = 1 implique que Xc(ﬁ) = piﬁ-, Wi € @((CQ, 0). On a alors
Z uzfl +X¢;(H) =1 et comme X¢(0) = 0 'un des 1;(0), disons 11 (0), est non nul. La condition
X(c( fl) = i1, f1 implique la non nullité de J 1X¢ et done de J1X. Remarquons que le premier jet
non nul de f1 est propre pour la dérivation J 1X avec pour valeur propre 1 (0) différente de 0.
Par suite J!X est non nilpotent. ]

A conjugaison linéaire et constante multiplicative prés les 1-jets des champs non nilpotents
qui vont entrer en jeu sont les suivants :
(1) )\19:1% + )\2562% sans résonnance, i.e. i1\ + i2Ao # Aj, j = 1,2, si i1 et 95 sont des
entiers tels que i1 + iy > 2.

(2) xla% + nxza—‘zz, n > 2 (Poincaré-Dulac).

(3) qxla%l —parga—‘zz, p,q € N*  (p,q) =1 (hyperbolique résonnante de type (p, q).
(4) 3013%1 + (21 + 962)3%2-

(5) (az1 + 5332)621 (=Bx1 + 04372)%7 a#0.

(6) a2 821 15— 6z (elliptique).

(7) 1 86 (noeud-col).

Les 1-jets de type 1, 4, et 5 sont 1-déterminants, i.e. si X ason 1- -jet de type 1 , 4 ou 5 alors
X est formellement conjugué & sa partie linéaire X; = J 1X. De plus un champ Y commutant
avec X7 est linéaire. En utilisant la liste précédente et la décomposition de Jordan des champs
de vecteurs formels en parties semi-simple et nilpotente [3], [6] on établit sans peine la :
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Proposition 18. Soit £ C X, une sous algébre commutative de rang 2, £L(0) = {0}. Si L est
semi-logarithmique alors, & conjugaison par un élément de Diff(R?O) pres, L appartient a la liste
sutvante :

(1) <$1a%1 2am>

(2) <x18x +Tll'gdx 7x18?c2>’ ot n > 2.

(3) {(qz1:2- (%1 — Py (%2 ya(zh x2)()\1:r1 7er T )\21'28 )), a € M€, M, X2 € R.

(4) <x1611 + Z25,;, 21 612>

(5) <'r18;n1 —&—3:28%2,3:28%1 xla%f)

(6) zo72 821 —T1 82 ,ad(x? +x3)(r) 22 507 T 125, Ba: )+ Ba(x? +x3) (22 6‘21 x1 8%2)), ot € M.

et a, B € R. R
(7 <x16%1, &(arg)a%z% o a € M3.E;

Remarquons que les algébres de type 1 et 5 sont logarithmiques et les autres sont semi-
logarithmiques. On constate ainsi que logarithmique implique linéarisable. Les algébres de type
4 sont de type 2 lorsque n = 1, mais sont linéarisables. On peut en fait donner des formes
normales plus précises pour les a, [ et Zg, mais ceci ne sera pas utile (a(t) = ﬁ, s € N* et

JEvE
A € R). On déduit de tout cela le :

Théoréme 19. Soit £ C /f’z une sous algébre abélienne de rang 2. 1l existe une réalisation C*>
L de L telle que Ty : L — L soit un isomorphisme dans les deux cas suivants :

)

)

(1) £(0) #0.

(2) £(0) =0 et L est semi-logarithmique.

Démonstration. Soit ® un élément de ]Si?f(R?O) tel que &, L = L soit comme dans la Proposition

18. Si L est de type 3, 5, 6 ou 7 on choisit une réalisation C*°, a € M1&;, de a. On construit
ainsi des algébres Ly, réalisations C*° de Lg. La sous algébre £ = &, Ly, ou ¢ est une réalisation
de P, satisfait le théoréme. O

Remarque 20. Nous n’avons pas abordé ici le cas général non semi-loga-rithmique pour lequel
il n’y a pas a notre connaissance de modeles comme dans la Proposition 18.

2. EQUATIONS IMPLICITES

Rappelons les définitions et propriétés des idéaux fermés de &,, afin d’énoncer le principal
résultat de J. C. Tougeron [20] et [21], que nous utiliserons. Nous conservons ses notations. Soient
Q un ouvert de R™ et £(Q) I'algebre des fonctions numeériques indéfiniment dérivables sur 2 muni
de sa structure classique d’espace de Frechet. Etant donnésa € Qet ¢ € £(£2) on note T, le
développement en série formelle de ¢ en a. Si I est un idéal, on note T,I = {T,p / ¢ € I} C &,.
On dira que I est fermé si c’est un fermé de £(2) muni de sa structure d’espace de Frechet. Nous
avons le résultat suivant, di & Whitney, qui caractérise les idéaux fermeés de £(Q) :

Théoréme 21. [20], [11] Un idéal I de E(Q) est fermé si et seulement si pour tout @ appartenant
a E(Q) tel que Ty € ToI pour tout a élément de 2, alors ¢ appartient a 1.

Hormander a montré que l'idéal ¢&(Q) est fermé lorsque ¢ est un polynéome. Lojasiewicz
a montré le méme résultat sous I’hypothése que ¢ est analytique sur €. Plus généralement
Malgrange a prouvé que :

Théoréme 22. [11], [20] Soient 1, ..., @, des fonctions analytiques sur 2 et < 1,...,pn >
lidéal engendré par @1, ..., @p, alors < @1,...,pn > est fermé.
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La notion d’idéaux fermés se généralise a ceux de &, de type fini.

Définition 23. Soit I =< ¢1,...,0p > un idéal de &,. On dit que I est fermé s’il existe
un voisinage ) de O et des représentants @1, ... , ¢p de ¢1,...,pp, respectivement tels que
< P1y...,Pp > soit fermé dans E(Q).

Voici un exemple d’idéal non fermé donné par Tougeron [20] :
Exemple 24. La fonction f+ = y>+exp (—%) n’engendre pas un idéal fermé. En effetV a € R?,
Taexp(—25) € Tu(fTE(R?), cependant exp (—-5) n'appartient pas a fTE(R?).
Définition 25. Soit I =< ¢1,...,¢, > lidéal de E(Q) engendré par 1, ... , ©p. On appelle
module des relations de I le £(Q)-module {(h1, ..., hy) /hi € E(),> " | hip; = 0}.

On a le résultat remarquable suivant, di & Malgrange :

Théoréme 26. Soit I =< ¢1,...,¢, > un idéal de &, iAzl, ce ﬁp des éléments de &, tels
que Zle hiTop; = 0. Si I est fermé, alors il existe des éléments hy,..., h, de &, tels que
Z?:l hipi = 0.

Rappelons dans le méme ordre d’idée le célebre résultat d’approximation d’Artin [1] :
Théoréme 27. Soit F' un germe d’application holomorphe a l'origine de C™ x CP. On considére
l’équation implicite :

(10) F(z,y) =0
ot x appartient & C™ et y a CP. Si (10) posséde une solution formelle § € @((C”,O)p et ke N

est fizé, alors il existe une solution convergente yr, € O(C™,0)? de (10) telle que le jet d’ordre k
de yy vérifie JRy, = J*59.

Cet énoncé posséde une version analytique réelle qui a été complétée comme suit par J. C.
Tougeron [22] :

Théoréme 28. Soient F un germe d’application analytique a l'origine de R™ x RP et g € 5’5
une solution formelle de l’équation implicite (10). Il existe un germe d’application C*, y € EP
vérifiant : F(z,y) =0 et Toy = §.

On considére maintenant la donnée d’une équation implicite "complétement formelle"

(11) F(z,y) =0
avec ' e é,lLer. On suppose qu’il existe une solution formelle § € £2 de (11) : F'(z,§) = 0. On se
demande s’il existe F' € £, ety € EP tels que F(x,y(z)) = 0, Ty F = Fet Toy = 9. Si F dépend

n+p

effectivement de z, i.e. gf # 0 pour un certain indice i, la solution est simple. On se donne une
i

réalisation F' de F' et une réalisation z — y(z) de §. L’application z — F(z,y(z)) = a(x) est plate
a lorigine, au sens ou chaque composante a; de a est plate. On pose alors F(z,y) = F(x, y)—a(x);
visiblement Tp F' = F et F(z,y(x)) = 0. Lorsque F= F(y) ne dépend pas de x et que ’on dispose
d’une solution formelle §(x) : F(j(z)) = 0, le probléme semble délicat. En petite dimension
(n=p=1=1) on obtient le résultat suivant :

Théoréme 29. Soient F € & et (41,92) € 512 une solution paramétrique de F =0, ie.
F(g1,92) = 0. Il existe F € & et (y1,y2) € EF satisfaisant

F(?ley2) = 07 TQF = F7 et TQ(ylva) = (g17g2)~
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Démonstration. On suppose que F et (01, U2) sont non constants. Le Théoréme 4.4 de D. Cerveau
et J.F. Mattei [6] dit qu’il existe un diffécomorphisme formel & ]SEE(]R2 ) tel que Fod =P
soit un polynome Si (91, 92) est une solution de F= 0, alors (Yl,Yg) =&~ Y1, 92) € 5'2 est
solution de P(Y7,Y3) = 0. Le théoréme de Tougeron assure qu'il existe une solution (Y1,Ys) € &

a P(Y1,Y2) = 0 avec Ty(Y1,Ys) = (Yl,Yg) Soit ® une réalisation C>® de ®. On vérifie que
F=Pod !et(y1,y2) = ®(Y1,Ys) satisfont I'énoncé du théoréme. O

Conjecture. Le probléeme précédent a une réponse positive en toute généralité.

Un résultat classique de Malgrange [11] assure qu’'un champ de vecteurs analytique
X € X, possédant une intégrale premiére formelle X non constante, en posséde une analy-
tique. Ce résultat ne persiste pas en classe C*°. En effet soit

0 0 -1 0 0
X—J}gal 187362—exp7x% ( al+l’ 87‘%2)

Il posséde l'intégrale premiére formelle 23 + 23 (i.e. ToX (2% 4+ x3) = 0) mais il ne posséde aucune
intégrale premiére C* non constante. La raison est que toutes les trajectoires de X adhérent
au point singulier 0 (spirales). Par contre on a ’énoncé suivant, toujours propre a la dimension
deux :

Théoréme 30. Soient X et ' deuz éléments de /'92 et 52 respectivement. On suppose que a
est une intégrale premiére non constante de X ( X.F =0). Il existe X € Xy et F € & tels que
XF=0TpX =X etTyF =F.

Démonstration. Soit & € lﬁ(R?o) un difféomorphisme formel tel que F' o & = P soit un poly-
noéme. Le champ Yy = <i>; X = > Yj% a P pour intégrale premiére :

Z J 61‘]
oP

cette égalité peut étre interprétée comme une relation linéaire entre les polynomes Day Le
Théoréme 29 produit un champ de vecteurs Y = ZYJ% de classe C* tel que Y.P = 0 et
J

ToY = Y. Soit ® une réalisation de Borel de @ ; le champ X = ®,Y et la fonction F = P o ®~!
conviennent. O

Dans le méme ordre d’idée le probléme des séparatrices a été considéré par plusieurs auteurs
notamment Dumortier [8], Roussarie [18] [10], ... etc. Soit X un champ de vecteur C* a ’origine
0 de R? & singularité algébriquement isolée, TpX = X son jet de Taylor en 0 et

w=1tixdri Ndzy € Q%
Une séparatrice formelle de X (ou de w) est une courbe paramétrée formelle
7= (31,%2) € &,
non constante telle que 4(0) = 0 et 4*& = 0. Le théoréme de réduction des singularités de Sei-

denberg [14] ajouté a 'étude locale des singularités apparaissant en fin de processus de réduction
permet d’établir avec les notations précédentes le :

Théoréme 31. Soient X un champ de vecteur C*, a singularité isolée a 'origine de R? et 4
une séparatrice formelle non triviale de X. Il existe une séparatrice C*, v € £ de X réalisant
Y :Toy =4 et v'w = 0.
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Faisons quelques commentaires sur I’énoncé ci-dessus. Pour une telle courbe 7, il existe F' € &,
irréductible & singularité algébriquement isolée telle que F~1(0) soit égale a 'image de . En effet
il existe ' € &, a singularité algébriquement isolée telle que Fo 4 = 0. La paramétrisation est a
reparamétrisation prés par un élément 7 € &, v = § o 7 Punique courbe formelle vérifiant cela.
D’un autre coté 4 étant fixé 1'idéal <13‘ ) engendré par F est intrinséque. Soit F' " une réalisation
€™ de F. Le morphisme 7 de résolution des singularités de 4 (qui est également celui de ﬁ‘)
fait que (F ‘o= 0) est une courbe & croisements normaux. Soient ~" défini par 707 =~. On
peut modifier localement Fon par comp051t10n a droite par un germe de difféomorphisme 2
plat a l’1dent1te le long du diviseur 771(0) de sorte que Formo @ s’annule précisement sur y
(F omopo fy = 0). La fonction F' définie par F o = =F ormo @ est C*>, en dehors de 'ori-
gine, et (F—F)or est plat le long de 7~ 1(0). Il en résulte que F s’étend de maniére C> en 0 € R2.

Conjecture. Soient X un germe de champ de vecteurs C*° a lorigine de R™, a singularité
algébriquement isolée et possédant une courbe formelle invariante 4 € EJ'. Alors il existe v € &'
tel que Toy =4 et v est une courbe invariante de X.

Le contre-exemple a l'existence d’intégrale premiére C*° en présence d’intégrale premiére for-
melle est dit au phénomeéne de spiralement. La présence de séparatrice formelle (et donc C*°)
interdit ce spiralement. R. Roussarie [18] a démontré que si le champ C* X, a singularité iso-
lée & T’origine de R?, posséde une séparatrice formelle et une intégrale premiére formelle F (ce
qui revient & demander que les zéros formels de F soient non réduits a {0}), alors X posséde
une intégrale premiére F', de classe C*°, non plate. On peut préciser cet énoncé pour obtenir la
condition TpF' = F (en travaillant sur les intégrale premiéres minimales formelles pour le voir).

Soit S une séparatrice du champ X, & singularité isolée a l'origine de R?. Si S est définie par
(F=0), ou F € & est a singularité isolée, alors X.F' est divisible par F', i.e. X.F = g.F pour
un certain g € &. De fagon duale, si w est une 1-forme duale de X, alors w AdF = F.n pour une
certaine 2-forme 7. Si ’on considére le champ X = xga%l —x 6‘22 zf%pg(xla%l + J;ga%z)

on constate que X.(2? + 22) = —2(z? + 23) exp ﬁ%ég

On dira que F' € &, a singularité isolée, est une séparatrice elliptique du champ X si X.F
est divisible par F et (F = 0) se réduit a {0} : X.F = g.F et F~1(0) = {0}. Lorsque g lui méme
est elliptique, i.e. g71(0) = {0}, alors F est une fonction de Lyapounov pour X ; dans ce cas
toutes les trajectoires du champ X adhérent a l’origine On a une notion formelle analogue Soit
X un champ formel a singularité isolée et Fe 52 également a singularité isolée. Alors F définit
une séparatrice formelle elhpthue de X si X.F est divisible par F (X F = g. F ou g € 52) et
F~1(0) = {0} au sens ou F(0) = 0 et pour tout chemin formel 4 = (31,%2), % € &1, tel que
F o4 =0;alors 4 est le chemin "constant" A(t) = 0.

Proposition 32. Soient X un champ formel et F une séparatrice formelle elliptique de X. Il
existe des réalisations X et F' de X et F respectivement telles que F' soit une séparatrice C* et
elliptique de X .

Démonstration. Soit & € ]ﬁ(R?O) tel que o ® = P soit un polynéme. On se raméne donc &

X'.p= P.g, ot X est le transformé de X par ®. Le théoréme de Briancon et Skoda [2] affirme
que P? appartient & son idéal Jacobien (ceci dans la classe analytique). Ce qui s’interpréte comme
suit : il existe un champ de vecteur analytique Y tel que P2 = Y.P. Notons que

X.P? =2P%5 =23.Y.P.



Par suite : (25 — 2PX/).P = 0 qui s’écrit avec des notations évidentes sous forme :
OP oP oP . OP

Y; Yo—)—-2P—.X; —-2P—.X,=0

( 1(9 1+ 281‘2) 8%1 1 8332 2
que l'on peut voir comme une équation linéaire en les inconnues g, X 1 et Xé ayant une solution
formelle g, Xi et Xé. Suivant Malgrange il existe des réalisations C* g, Xi et Xé telle que
(2gY —2PX').P =0 avec X' = Xia%l + Xéa%z. On en déduit que X .P = gP. On choisit une
réalisation de Borel de @ ; le transformé X de X par ® ! et F' = P o ®~! sont des réalisations
de X et F qui conviennent. ([

3. PROBLEMES MIXTES

3.1. Le cas des groupes. Etant donné un sous groupe G c ISET(R%) de difféomorphismes
formels, on cherche un sous groupe G C Diff (Rf’o) de difféomorphismes C* tels que 'application

Tp : G — G soit un isomorphisme. Nous ne savons pas répondre & cette question en toute
généralité, mais voici quelques exemples ot la réponse est positive.

3.1.1. Le cas des sous groupes libres. Considérons un groupe libre engendré par des éléments
iy fm € ﬁf(R”) Si fi,..., fm sont des réalisations quelconques de fi, ..., f, respective-
ment (Tp fr, = fk) alors le groupe G engendré par les f, est libre. En effet si M (f1,. .., fi) = Idg»
est un mot réduit en les fi égal a I'identité, alors M ( fl, .., fm) = Idg~ et le mot est donc trivial.
C’est donc un fait élémentaire qui fait que T : G — G soit un isomorphisme.

3.1.2. Le cas des produits libres de groupes finis. On se donne un sous groupe
G =Gy x...x Gy, C DIff(RY),

produit libre d’un nombre fini de sous groupes finis Gy C ]:/)l?f(R%) Rappelons que tout sous
groupe fi fini de Diff (R%) est conjugué a sa partie linéaire. Pour chacun des groupes Gy il existe
Py € lef(]R") tels que Gy, = &, o Gio (IJk L on G4 est le sous groupe linéaire des 1-jets de Gh.
Si les ®;, sont des réalisations des <I>k on considére les sous groupes Gy = @y o Gi o <I>k . Soit
G le groupe engendré par les G. Par construction le morphisme T : G — G est surjectif et le
groupe G est le produit libre des groupes Gy. Par suite T : G — G est un isomorphisme. Ce
résultat se généralise au cas ou G est le produit libre de groupes linéarisables e ; la démarche est
analogue a celle qui précéde : on choisit des réalisations ®; des dy et 'on introduit les groupes
G = @, 0GLo®, ", ou G}, est le groupe linéaire J'Gy. Le groupe G engendré par les Gy, est le
produit libre Gy x ... xGp, et Ty : G — G est un isomorphisme.

En dimension 1 la classification des sous groupes résolubles de difféomor-phismes formels est
bien connue et fait partie du folklore [5]. En fait tout sous groupe G C Diff(R ), résoluble, est
formellement conjugué a un sous groupes de difféomorphismes analytique. On en déduit le :

Théoréme 33. Soit G C ]ﬁ( 0) UN SOUS groupe résoluble ; il existe un sous groupe
G C Diff(R}) tel que T,G = G et Tp: G — G soit un isomorphisme.

Voici encore un cas spécial qui s’applique en particulier aux représentations des groupes de
surfaces dans Diff(R’y). On se donne des difféomorphismes formels a,b,¢1,...,¢, € Diff(R’)
satisfaisant la relation :

abA_l (i),él,...,ép)
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ol R est un mot en les 3, C1, ... Cp. Une telle relation indique que b est conjugué a R(E, Clye ey Cp)
par le difféeomorphisme formel a. Soit by = J'b la partie linéaire de b; nous supposons b; semi-
simple et hyperbolique. Ceci signifie que si A1, ..., A, sont les valeurs propres (complexes) de by
alors aucun des A; n’est imaginaire pur.

Proposition 34. Sous les hypothéses précédentes il existe a,b,cy,...,cp € Diﬁ(RTB) réalisations

C*® de a,b,¢1,...,¢, et satisfaisant & la relation :

aba™t =R(b,c1,...,cp).

Démonstration. Soient b, cy, ..., c, des réalisations C* des difféomorphismes formels 137 Cl,.. ., Cp.
Les difféomorphismes b et R(b,c1,...,¢,) sont formellement conjugués. Comme b est hyperbo-
lique ils sont C*° conjugués par un difféomorphismes a ayant a comme jet infini ; c’est le Théoréme
de linéarisation de Sternberg [16], [17]. O

En dimension 1, il y a un résultat de normalisation di a F. Takens [19] :

Théoréme 35. Soit f € Diff(R ) un germe de difféomorphisme C*. On suppose que f — Idg
n'est pas plat : f —Idg ¢ MS°. Alors si g € Dift(R o) est formellement conjugué & f par h :
g=hofoh™
il existe h € Diff(R o) tel que Toh = hetg=hofoh !,
Ceci permet d’avoir une variante de I’énoncé précédent.
Proposition 36. Soient a, B, C1,...,Cp des €léments non triviauz de lﬁ(R,o) satisfaisant une
relation du type :
aba™" =R(b,é1,...,¢p).
1l existe des réalisations C* des a, ?), ¢; satisfaisant la méme relation.
Remarque 37. Cet énoncé s’applique en particulier auz représentations p: G, — ]ji?f(RO) du
groupe fondamental G, de la surface de genre n. Un tel p posséde une réalisation C*°

p: Gn — Dlﬁ'(Rg)

Les exemples précédents conduisent & la :

Conjecture. Soit G c ]jl?f(R%) un sous groupe de difféeomorphismes formels. Il existe une
réalisation C*>°, G C Diff(R"y) de G telle que To: G — G soit un isomorphisme.

3.2. Feuilletages de codimension 1. Considérons @ € Q},,

intégrable (WAdw = 0) a singularité algébriquement isolée; ie.siw = Y I, d;dz;, a; € &, alors le

n > 3, une l-forme formelle

quotient &, /(dy, . . ., @) est de dimension finie. Le Théoréme de Malgrange formel (dt en fait & J.
Martinet) assure I’existence d’une intégrale premiére formelle f Tw=qd f avec f et g appartenant
a &,. En fait il suffit qu’il existe une immersion 1 : R?O — R’y d’un trois plan tel que i*w soit a
singularité isolée pour arriver a la méme conclusion. Soient f et g des réalisations C*° de f et g
respectivement. La 1-forme w = gdf est intégrable et satisfait Tow = @. Dans la description des
singularités analytiques des feuilletages de codimension 1 apparait naturellement les feuilletages
obtenus par image réciproque de feuilletages en petite dimension par un morphisme. Il en est
ainsi pour les "phénoménes de Kupka" [6]. Si @y € Q3 définit un feuilletage formel de R?O et si

F = (Fy, Fy) € €2 est un morphisme formel de R’ dans R, alors F*@o définit un feuilletage
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formel de be. Si I et wg sont des réalisations C*° de Fet W, alors w = F*wq est une réalisation
C* intégrable de w.

D’autres feuilletages apparaissant dans la classification abondent dans le sens précédent. Par
exemple soit & € QL de type "logarithmique" & = fi ... f, - )\i% ol \; e Ret f; € &,. Si
p dfi

e i T est une réalisation C*>
:

les f; € &, sont des réalisations C*° des fi, alorsw = f1... fp
intégrable de @. Ici encore nous proposons la conjecture :

Conjecture. Soit © € Q}L une 1-forme formelle intégrable. Il existe w € QL intégrable telle que
T()w =Q.
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